TAG DER MATHEMATIK 2022

Aufgaben fiir die Klassenstufen 9/10

mit Losungen

Gruppenwettbewerb

Aufgaben MG1, MG2, MG3, MG4

Speedwettbewerb

Aufgaben MS1, MS2, MS3, MS4, MS5, MS6, MS7, MS8

Dr. Dominik Faas

Universitiat Koblenz-Landau

www.tdm.uni-landau.de



|
h ik
TAG DER MATHEMATIK 2022 @ Vothema

Aufgabe MG1:
In einer Stadt gibt es drei Parkplitze A, B, C.
(a) Zum einem bestimmten Zeitpunkt sind:
e 20% der Stellplitze auf Parkplatz A belegt
e 40% der Stellpldtze auf Parkplatz B belegt
e 60% der Stellplitze auf Parkplatz C belegt
e damit die Hilfte aller verfiigharen Stellpliitze insgesamt belegt

Auf Parkplatz C' gibt es zu diesem Zeitpunkt genauso viele freie Stellpléitze wie freie Stellplétze

auf den Parkplitzen A und B zusammen.

Bestimmt die Anteile der Stellplidtze auf den einzelnen Parkpléitzen A bzw. B bzw. C an den

Stellpléitzen insgesamt.

(b) Zu einem anderen Zeitpunkt sind auf den gleichen Parkplitzen g aller verfiigbaren Stellplitze
insgesamt belegt, wobei es auf jedem der drei Parkplitze genau gleich viele freie Stellplidtze

gibt.

Bestimmt fiir jeden der drei Parkplitze A bzw. B bzw. C jeweils den Anteil der Stellpléiitze,
die belegt sind.
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Losung MG1:

Seien a, b, ¢ die Anzahl der Stellplédtze auf den Parkplitzen A, B, C.

(a)

Nach den Angaben sind einerseits 0.2-a+0.4-b+0.6-c und andererseits 0.5- (a+b+c) Stellpldtze
insgesamt belegt. Also gilt:

—2a-4b-5¢
<~

0.2-a+0.4:b+0.6-¢ = 0.5-(a+b+c) 2 2q+4b+6¢ = 5a+5b+5c c=3a+b (1)

Weiterhin gilt nach der Angabe zu den freien Stellpldtzen (auf A bzw. B bzw. C sind 0.8 a
bzw. 0.6 - b bzw. 0.4 - ¢ Plitze frei):

04:c=08-a+06:b & [2c=da+3b (2)]

Setzt man (1) in (2) ein, so erhélt man:

23a+b)=4a+30 < 6Ga+2b=4a+3b S 2a=b

Setzt man dies in (1) ein, so folgt: ¢=3a+2a="5a
Mit b = 2a und ¢ = 5a ergibt sich die Gesamtzahl aller Stellplétze als: a+b+c=a+2a+5a =8a

Insgesamt folgt schliellich:

Parkplatz Anteil der Stellplitze
A & = ¢ = 0125 = 125%
B 2o - 1 = 025 = 25%
c Sa - 3 - 0625 = 62.5%

Sei x die Zahl der freien Stellpliitze auf einem einzelnen Parkplatz (nach Voraussetzung gibt

es nun auf allen drei Parkplatzen diesselbe Zahl freier Pliitze):

Damit sind insgesamt 8a — 3z Stellplitze belegt (nach (a) gibt es 8a Plitze insgesamt, von

denen 3z frei sind), nach der Angabe entspricht dies % -8a = 5a. Also:

5a+30x :3
8a—3x =da <= 3a=3xr < a=x

Auf Parkplatz A sind also alle Stellplétze frei und damit 0% der Stellplitze belegt.

€2 o - 0.5 =50% der Stellplitze frei und damit 1 - 0.5 = 0.5 = 50%

Auf Parkplatz B sind § e =

der Stellplétze belegt.

€20 e - (.2 =20% der Stellplitze frei und damit 1 - 0.8 = 0.2 = 80%

Auf Parkplatz C' sind i =

der Stellplétze belegt.

Q8
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Aufgabe MG2:
(a) Bestimmt alle moglichen Kombinationen von Ziffern A, B aus 1,...,9, so dass fiir die zweistel-
lige Zahl AB und die dreistellige Zahl BAA mit den Ziffern A und B gilt:
8-AB=BAA
(b) Bestimmt alle moglichen Kombinationen von Ziffern A, B aus 1,...,9, so dass fiir die zweistel-
lige Zahl AB und die vierstellige Zahl BAAB mit den Ziffern A und B gilt:
77-AB=BAAB
(¢) Bestimmt alle moglichen Kombinationen von Ziffern A aus 1,...,9 und B,C aus 0,...,9, so

dass fiir die dreistellige Zahl ABC' und die fiinfstellige Zahl AAABC mit den Ziffern A und B
gilt:
89-ABC = AAABC
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Lésung MG2:
(a) Es gilt: AB=10-A+B und BAA=100-B+10-A+A=100-B+11-A
Also:
8-AB=BAA <  8-(10-A+B)=100-B+11-4
< 80-A+8-B=100-B+11-A
ML 69.4-92.B
&  3.4-4.B
Damit muss A durch 4 teilbar sein (3-A =4- B ist durch 4 teilbar und die Zahlen 3 und 4 sind
teilerfremd), daher muss (wegen A€ {1,...,9}) A=4 oder A =8 gelten.
Mit 3-A=4-B folgt: Fir A=4ist B=3. Fir A=8ist B=6.
Also sind AB =43 oder AB = 86 die beiden einzigen Moglichkeiten.
(b) Esgilt: AB=10-A+B und BAAB=1000-B+100-A+10-A+B=1001-B+110-A
Also:
77-AB=BAAB <= 77-(10-A+B)=1001-B+110- A
= 770-A+77-B=1001-B+110- A
ST 660- 4= 924- B
& 5.4-7-B
Damit muss A durch 7 teilbar sein (5- A = 7- B ist durch 7 teilbar und die Zahlen 5 und 7 sind
teilerfremd), daher muss (wegen A € {1,...,9}) A =7 gelten.
Mit 5-A=7-B folgt: Fir A=T7ist B=5.
Also ist AB =75 die einzige Moglichkeit.

(c) Esgilt: ABC=100-A+10-B+C
und AAABC =10000-A+1000-A+100-A+10-B+C=11100-A+10-B+C

Also:

89-ABC = AABBC 89-(100-A+10-B+(C)=11100-A+10-B+C
8900- A+890-B+89-C'=11100-A+10- B+ C
880-B+88-C'=2200-A

10-B+C=25-4A

<~
<~

-8900A-10B-C

8% ¢

Damit muss C durch 5 teilbar sein (C = 254 - 10B = 5- (5A - 2B)), daher muss (wegen
Ce{0,...,9}) C =0 oder C =5 gelten.

o Im Fall C =0 ergibt sich: 10-B+C=25-A < 2.B=5-4

Damit muss A gerade sein (da 5 ungerade und 54 = 2B gerade). Fiir A = 2 ergibt sich
B =5. Fiir A >4 miisste B > 10 sein, was ausgeschlossen ist (B € {1,...,9}).
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o Im Fall C =5 ergibt sich: 10-B+5=25-4 < 2.B+1=5-4

Damit muss A ungerade sein (da 54 = 2B + 1 ungerade). Fiir A = 1 ergibt sich B = 2.

Fir A = 3 ergibt sich B = 7. Fir A > 5 miisste B > 12 sein, was ausgeschlossen ist
(Be{l,...,9}).

Also sind AB =125 oder AB =250 oder AB = 375 die einzigen Moglichkeiten.
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Aufgabe MG3:

Gegeben sei ein Quadrat OABC D mit Mittelpunkt M. Der Punkt E sei so gew#hlt, dass AAME
gleichseitig ist. (Es gibt dafiir zwei Moglichkeiten, siehe Aufgabenteile (a) und (b).)

Bestimmt den Schnittwinkel der Geraden BE und AC, falls:
(a) B und E auf verschiedenen Seiten von AC' liegen
(b) B und E auf derselben Seite von AC liegen

Die Antworten sind zu begriinden. (Argumentiert mithilfe bekannter Groflen. Ein Messen der

Winkel ist keine ausreichende Begriindung.)
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Lésung MG3:
(a) Wir bezeichnen den Schnittpunkt von BE und AC mit S.

Die Innenwinkel im gleichseitigen Dreieck A AME sind alle gleich grof}, also insbesondere
(beachte auch die Winkelsumme im Dreieck): — « EMA = 18" = 60°

Da sich die Diagonalen des Quadrats OABC D senkrecht schneiden, gilt « AM B = 90° und
folglich: «FEMB=«EMA+ «AMB =60° + 90° = 150°

Weiterhin gilt |ME| = |MA| (da AAME gleichseitig ist) und |MB| = |MA| (da der Mittelpunkt
eines Quadrats zu allen Eckpunkten den gleichen Abstand hat).

Durch Gleichsetzen folgt: |ME| = |MB|

Somit ist das Dreieck A EM B gleichschenklig und es folgt: «BEM = « MBE

Mit der Winkelsumme im Dreieck & EM B folgt daraus genauer:

180° — « EMB (... 180° - 150°
2 - 2 -

Mit der Winkelsumme in Dreieck A EM S folgt schliefflich:

«BEM = s« MBE = 15°

4MSE =180° - «SEM - « EMS =180° - « BEM - « EM A “=” 180° - 15° - 60° = 105°
Damit betrigt der gesuchte Schnittwinkel von BE und AC"

«FESA=180°- « MSE =180° - 105° = 75°

AC
BE B A

75°
1055
90°
v (60"
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(b) Wir bezeichnen den Schnittpunkt von BE und AC mit S.

Die Innenwinkel im gleichseitigen Dreieck AAME sind alle gleich grof3, also insbesondere
(beachte auch die Winkelsumme im Dreieck): «AME = 183—00 =60°

Da sich die Diagonalen des Quadrats OABC D senkrecht schneiden, gilt « AM B = 90° und
folglich: «EMB=«AMB- «AME =90° - 60° = 30°

Weiterhin gilt [ME| = [MA| (da 4 AME gleichseitig ist) und [MB| = [MA| (da der Mittelpunkt
eines Quadrats zu allen Eckpunkten den gleichen Abstand hat).

Durch Gleichsetzen folgt: |ME| = |MB|
Somit ist das Dreieck & EM B gleichschenklig und es folgt: «BEM = « M BE

Mit der Winkelsumme im Dreieck A EM B folgt daraus genauer:

180° - « EMB (.0, 180° - 30° _
2 - 2 -

«BEM = «MBE = 75°

Mit der Winkelsumme in Dreieck & BM S folgt schlielich fiir den gesuchten Schnittwinkel von
BE und AC:

4BSM =180° - « SMB - « MBS =180° - s« AMB - « MBE “=” 180° - 90° — 75° = 15°

BE

60°
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Aufgabe MG4:

Gegeben sei das Quadrat OABCD mit A = (0,0), B = (10,0), C = (10,10) und D = (0,10).

Es sollen nun Punkte

A" auf AB B’ auf BC C" auf CD D' auf DA .
gewihlt werden, so dass ein weiteres Viereck OA’B’C’D’ entsteht. : 8
: 0A'B'C'D!
Gegeben sei dabei der Punkt A’ = (2,0). :
Gesucht sind in (a) und (b) jeweils die iibrigen Punkte B',C’, D’. PR oo L T

(a) Gesucht sind B’,C’, D’ so, dass DA’ B’'C’' D’ ein Rechteck ist. Es gibt dafiir zwei Moglichkeiten.

1.) Zeichnet die beiden moglichen Rechtecke in die Grafiken ein.

D C D| C

9 9

8 8

7 7

@
@

B
1 2A"3 4 5 6 7 8 9 10

oly = N w a
oy =~ N o

1 2A"3 4 5 6 7 & 9 10

2.) Begriindet jeweils, dass es sich tatséchlich um Rechtecke handelt. (Argumentiert mithilfe

bekannter Grofien. Ein Messen der Winkel ist keine ausreichende Begriindung.)
3.) Berechnet fiir beide gefundenen Rechtecke den Flécheninhalt.
4.) Begriindet, dass es keine weiteren Moglichkeiten gibt.
(b) Gesucht sind nun B’,C’, D’ so, dass OA’B'C’D’ ein Parallelogramm mit Flicheninhalt 44 ist.

Begriindet, dass es hierfiir nur eine Méglichkeit gibt und zeichnet das gesuchte Parallelogramm

in die folgende Grafik ein.

olp -~ »
@
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Lésung MG4:
1. Fall 2. Fall
(a) 1) D C'=(8,10)C D C'=(8,10)C
A A

2.) |Im ersten Fall | sind die vier Dreiecke AA’BB’, AB'CC’', AC'DD’, AD’AA’ alle kon-

gruent, denn sie haben jeweils eine Seite der Linge 8 und eine Seite der Lénge 2 und

dazwischen einen rechten Winkel (Kongruenzsatz sws).

S SRR c
o

] 1 2A| 3 4 5 7 8 9 10

Demzufolge sind alle blau eingezeichneten Winkel gleich grofl und auch alle orange einge-

zeichneten Winkel gleich grofl. Wegen der Winkelsumme in einem der Dreiecke ist:

« (blau) + « (orange) + « (griin) = 180° = « (blau) + « (orange) = 90°
90

Da jeweils ein blauer, ein roter und ein orangener Winkel einen gestreckten Winkel bilden,
folgt schliefflich fiir alle roten Winkel:

« (blau) + « (orange) +« (rot) =180° = « (rot) =90°

=90°
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‘Im zweiten Fall ‘ sind die vier Dreiecke AA’BB’, AB'CC’', AC'DD’, AD'AA’ alle recht-

winklig und gleichschenklig (zwei Seiten der Lénge 2 bzw. zwei Seiten der Lénge 8) und

damit haben sowohl alle blau als auch alle orange eingezeichneten Winkel das Maf} 45°.

2 ol
il
9
:
8
7
6
5
4
3
5
1
Al [
0 1 2A 3 4 5 6 7 8 9

Daraus folgt « (blau) + « (orange) = 45° + 45° = 90° und wir konnen wie im ersten Fall

argumentieren, dass damit auch « (rot) = 90° gilt.

3.) In beiden Féllen ist:

F(OA'B'C'D') = F(QABCD)-F (AA'BB')-F (AB'CC")-F (AC'DD')-F (aD'AA")
——
=10-10=100

Im ersten Fall |sind alle vier vorkommenden Dreieck rechtwinklig mit den Kathetenldngen

8 und 2. Es folgt:

1
F(OA'B'C'D') =100~ 4- 7 -8-2=100-32=68

Im zweiten Fall‘ sind alle vier vorkommenden Dreieck rechtwinklig und gleichschenklig,

wobei zwei davon die Kathetenldnge 2 und die beiden anderen die Kathetenléinge 8 haben.

Es folgt:

F(OA'B'C'D") =100 -2-

1
2

1

22—2-5-82:100—4—64:32

4.) Wenn sowohl OABCD als auch OA’B’C’ D' Rechtecke sind, sind alle griin eingezeichneten

und alle rot eingezeichneten Winkel rechte Winkel.

gezeichneten Winkel 51, ...

Wir betrachten zusétzlich die orange eingezeichneten Winkel «y, ..., a4 und die blau ein-
) B4-
D C C
10!

]

i
D2
r
Al B
0 1 2A 3 4 5 6 7 8 9 10
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Da sich o1 und 8 zusammen mit einem rechten Winkel (rot) zu einem gestreckten Winkel
erginzen, gilt:
a1 + 51 +90° = 180° = a1 + 51 =90° (1)
Aus der Winkelsumme im Dreieck AD’AA’ folgt:
ag + 1 +90° =180° = ayg+f1=90°(2)
N——
griin
Gleichsetzen von (1) und (2) liefert: a1 +81=as+51 = a1=ay
In gleicher Weise folgt, dass alle orange eingezeichneten Winkel und ebenso auch alle blau
eingezeichneten Winkel jeweils gleich grofl sind. Damit sind die vier Dreiecke
AA'BB' , aB'CC’ , aC'DD'" , aAD'AA

(nach dem Ahnlichkeitssatz www) alle dhnlich zueinander. Da gegeniiberliegende Seiten des
Rechtecks OA'B'C'D’ gleich lang sind, sind dabei jeweils zwei gegeniiberliegende Dreiecke,
also

(AA'BB"und A C'DD’) sowie (AB'CC'und & D'AA")

sogar kongruent zueinander (Kongruenzsatz wsw).
Wir bezeichnen |AA’| =z (wegen A’ = (2,0) ist x = 2 bekannt) und |AD’| =y.

Wegen der Kongruenz von AB'CC’ und AD’AA’ ist dann auch |W| =z und |@| =y
und folglich |ﬁ| = |C”7D| =10 — x sowie |W| = |ﬁ| =10-y.

10
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Schlieflich nutzen wir die Ahnlichkeit der Dreiecke D’AA’ und A A’BB’. Es folgt:

|A4"| BBl z 10-y
|AD'|  |BA| y 10-z
y(10-z)-(-1
vao 1 z-(x-10)=y- (y—10)
P 22 10z + 25 = y> - 10y + 25
(bin. Formel)
<" (@-5)=(y-5)
< x-5=y-5 oder x-5=-(y-5)
8 x=y oder z=10-y

Falls x = y ist, ergibt sich mit « = 2 (dies folgt aus A" = (2,0)) auch y = 2 und man erhélt
die weiteren Punkte B’ = (10,8), C’" = (8,10) und D’ = (0,2). Dies entspricht dem 2. Fall.

Falls = 10 — y ist, ergibt sich y = 8 aus = 2 und man erhélt die weiteren Punkte
B'=(10,2), C'"=(8,10) und D’ = (0,8). Dies entspricht dem 1. Fall.
(b) Wir bezeichnen [AA’| =z (wegen A’ = (2,0) ist z = 2 bekannt) und [AD’] = y.
Wenn OA'B’C’'D’ ein Parallelogramm ist, so sind die gegeniiberliegenden Seiten A’D’ und

B’C' parallel und gleichlang.

Da auch AB || CD sowie BC || DA (jeweils gegeniiberliegende Seiten des Quadrats OABC D)
gilt, sind die beiden orange eingezeichneten Winkel und auch die beiden blau eingezeichneten

Winkel jeweils gleich grof.

Insgesamt folgt nun aus dem Kongruenzsatz wsw, dass die Dreiecke AB'CC’" und AD'AA’
kongruent sind. Damit ist auch |W| =z und |@| = y und folglich |ﬁ| = |C’7D| =10-2
sowie |ﬁ| = |W| =10-y.

Umgekehrt folgt aus ‘H| = |W| =2 und |ﬁ| = |@| =y sowie |ﬁ| = |C’7D| =10 -2 und |ﬁ‘ = ‘ﬁ| =10 -y,
dass jeweils zwei gegeniiberliegende Dreiecke, also AA’BB’ und AC' DD’ sowie AB'CC’ und AD’AA’ kongruent sind

(sws), dass daher die Seiten A’D’ und B’C’ gleich lang und auch die Seiten A’B’ und C’D’ gleich lang sind und dass
folglich 0A’B’C’'D’ ein Parallelogramm ist.
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Fiir den Flicheninhalt des Parallelogramms OA’B’C’D’ gilt nun (beachte, dass die vier Drei-
ecke AA'BB’, AB'CC’, AC'DD', AD'AA’ rechtwinklig sind):

F(QA'B'C'D") F(ODABCD)- F(AA'BB') -F(aB'CC')- F(aC'DD') —-F(aD'AA")

=10-10=100 =1.(10-z)-(10-y) =lay =1.(10-z)-(10-y) =lay
= 100-(10-z)(10-y) —zy
= 100- (100 - 10z - 10y + zy) — xy
= 10z + 10y - 22y
Speziell mit x = 2 (dies folgt aus A" = (2,0)) ergibt sich F' (0DA’'B'C'D’") = 20+10y—4y = 20+6y.

Da F (QA'B'C'D’") = 44 bekannt ist, folgt:

0+6y=44 <& 6y=24 <= y=4

Insgesamt ergeben sich aus x = 2 und y = 4 die weiteren Punkte B’,C’, D’ wie in der folgenden
Grafik:

o0

C'=(8,10) C

o> N ® A O O N o ©

1 $lumuk ianny \wani anal jannydusas jnaasann, i
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Aufgabe MS1:

Die Ebene sei mit Rechtecken ausgelegt. Es sind vier Dreiecke eingezeichnet, eines davon hat den
Flacheninhalt F' =200 (siche Grafik).

Wie grof§ sind die Flicheninhalte Fy, Fy, Fi3 der iibrigen drei Dreiecke?

F,=?

F=200

Fy=?

Dr. Dominik Faas
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Losung MS1:

Seien a, b die Seitenléngen eines der Rechtecke (siehe Grafik).

b
F Fa
b
F=200
b
b F3
a a a

Es gilt:
e F7 ist der Flidcheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit Kathetenldngen a und 4b, also:

1
F1:§~a-4b:2-ab

e F5 ist der Flidcheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit Kathetenlingen 2a und 2b, also:
1
Fy = §~2a~2b:2~ab
e Fj ist der Flidcheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit Kathetenléingen 3a und 2b, also:

1
F3:§~3a~2b:3~ab

Die vier Dreiecke setzen sich zu einem Rechteck mit Seitenléingen 3a und 4b zusammen, also:

Fq, Fg, F3 wie oben, F =200

Fi+F+F3+F=3a-4b=12ab < 2ab + 2ab + 3ab + 200 = 12ab
phy 200 = 5ab
iy 40 = ab

Insgesamt erhélt man nun:

F1=2-ab=2-40=80 , Fy=2-ab=2-40=80 , F3=3-ab=3-40=120 ,

Dr. Dominik Faas Universitdt Koblenz-Landau www.tdm.uni-landau.de
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Aufgabe MS2:

Der 22.02.2022 war ein sogenannter “Palindrom-Tag®, denn die Ziffernfolge, die das Datum be-

schreibt, ist vorwérts und riickwérts gelesen diesselbe.

212 1012] |2

02

2

Tag Monat

Jahr

Dabei wird das Datum mit jeweils 2 Ziffern fiir Tag und Monat (ggf. mit einer vorgestellten 0)

und 4 Ziffern fiir das Jahr angegeben.

(a) Wann war vor dem 22.02.2022 der letzte Palindrom-Tag

(b) Wann wird nach dem 22.02.2022 der nichste Palindrom-Tag sein?

?

(c) Wieviele Palindrom-Tage gibt es im Zeitraum 01.01.2000 bis 31.12.2099 ?

Dr. Dominik Faas Universitdt Koblenz-Landau

www.tdm.uni-landau.de
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Lésung MS2:

(a)

Tag Monat Jahr

013102 12/0 3]0

Tag Monat Jahr

(¢) Ein Palindrom-Tag im Zeitraum 01.01.2000 bis 31.12.2099 kann nur von der folgenden Form

| x|yl 1012120 y|x

Tag Monat Jahr

Also muss zy die Zifferndarstellung eines Tags im Februar sein. Der Februar hat maximal 29
Tage, fiir jeden dieser Tage existiert ein entsprechender Palindrom-Tag. (Man beachte, dass hier
auch der 29. Februar moglich ist, da das Jahr 2092 ein Schaltjahr (durch 4 teilbare Jahreszahl)
ist und daher der 29.02.2092 als Palindrom-Tag existiert.

Im Zeitraum 01.01.2000 bis 31.12.2099 gibt es genau 29 Palindrom-Tage.
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Aufgabe MS3:

Anna und Bert machen ein Radtour. Da Anna sich verspétet hat, ist Bert schon mit konstanter

Geschwindigkeit losgefahren. Anna mochte nun schneller fahren, um ihn wieder einzuholen. Es gilt:

e Wenn Anna mit 25km/h f&hrt, wird sie Bert in 18 Minuten einholen.

e Wenn Anna mit 20km/h fihrt, wird sie Bert in 30 Minuten einholen.

(a) Wie schnell fahrt Bert?

(b) Wie lange braucht Anna, um Bert einzuholen, wenn sie mit 15km/h fihrt?

(c) Wie schnell muss Anna fahren, um Bert in 10 Minuten einzuholen?

Dr. Dominik Faas
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Lésung MS3:

(a) Seien v4,vp die Geschwindigkeiten von Anna bzw. Bert und s die Linge der Strecke, die Bert

bereits gefahren ist, wenn Anna losfiahrt.

S

Die Zeit, die Anna zum Einholen von Bert bendotigt, berechnet sich dann durch ¢ = s

(beachte, dass sich Anna mit der Geschwindigkeit von v4 — Vg an Bert annéhert). Also gilt:

18min = gofps < gph(25km/h-Vg) = s
und 30min = m <~ %h . (QOkm/h - VB) = S

Durch Gleichsetzen folgt:

1
l%h- (25kn/h - Vi) = Sh- (20kim/b - V)

3 1
<~ 75km—ﬁh’UB:10km—§h'UB
77.5km+%h4v3 1
PEN gth = 2.5km
:th 2.5km
= ———— =12.5km/h
= YB = /50 m/

Bert fiahrt also mit einer Geschwindigkeit von vp = 12.5km/h.
(b) Wir konnen nun auch die Streckenléinge s berechnen, indem wir vg = 12.5km/h in eine der

Gleichungen aus (a) einsetzen. Es gilt:

3 3

s= Eh- (25km/h - 12.5km/h) = 1—Oh- 12.5km/h = 3.75km
bzw. . )
s = ih- (20km/h - 12.5km/h) = §h -7.5km/h = 3.75km

Nun ergibt sich (siehe (a)): Im Fall v4 = 15km/h bendtigt Anna (siehe (a)) die Zeit

B 3.75km  3.75km
~ 15km/h - 12.5km/h ~ 2.5km/h

=1.5h = 90min

um Bert einzuholen.

(¢) Sei nun vy die Geschwindigkeit, die Anna fahren miisste, um Bert in 10 Minuten einzuholen.
Dann gilt (siehe (a)):

75k (va—12.5km/h) :10min 75k .5km/h
10min = oK amia Sy A0min o Skm b= o OK HEERR g = 35km/h
vq —12.5km/h 10min
——

_3.75km _
=3 75km _22 5km/h

Anna miisste also 35km/h schnell fahren, um Bert in 10 Minuten einzuholen.
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Aufgabe MS4:
Von zwei Quadratzahlen ist eine um 45 grofler als die andere.

Gebt alle Moglichkeiten fiir die beiden Quadratzahlen an.
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Losung MS4:

Seien a? und b? mit a,be N und a > b die beiden gesuchten Quadratzahlen.

Dann gilt (unter Verwendung der dritten binomischen Formel):
45=0a®-b*=(a-b) (a+b)

Die Zerlegungen der Zahl 45 in ein Produkt zweier natiirlicher Zahlen sind:

45=1-45 , 45=3-15 , 45=5-9
Also gibt es drei Méglichkeiten (beachte, dass a —b,a +be N mit a —b < a +b):
e Esist a—b=1und a+b=45.
Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhélt man: 2a = 46 & a=23

b—
Setzt man dies etwa in die erste Gleichung ein, so folgt: 23-b=1 Py b

Also haben wir die Quadratzahlen: | 222 = 484 und 232 = 529

e Esista-b=3und a+b=15.

Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhélt man: 2a =18 & a=9

Setzt man dies etwa in die erste Gleichung ein, so folgt: 9-b=3 B 6=>

Also haben wir die Quadratzahlen: 62 = 36 und 92 = 81

e Esista-b=5und a+b=9.
Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhélt man: 2a=14 < a=7

Setzt man dies etwa in die erste Gleichung ein, so folgt: 7-b=5 S ooy

Also haben wir die Quadratzahlen: |22 =4 und 72 = 49
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Aufgabe MS5:

Die 6 Meter lange Schlange Tscharley kriecht mit einer Geschwindigkeit vom 1 Meter pro Minute
auf ihren Futternapf zu. Wéhrenddessen lduft Ama, die Ameise mit einer Geschwindigkeit von 2
Metern pro Minute immer auf Tscharleys Riicken hin und her, vom vorderen Ende (Kopf) zum

hinteren Ende (Schwanzspitze) und wieder zuriick.

Zum Zeitpunkt 0 Minuten befindet sich Tscharleys Kopf genau 20 Meter vom Futternapf entfernt

und Ama befindet sich genau am Kopf von Tscharley.

Zeichnet den Graphen der Funktion, die den Abstand von Ama zum Futternapf (y-Achse) in
Abhéngigkeit von der Zeit (x-Achse) angibt. Als Definitionsbereich (x-Achse) soll dabei das In-
tervall [0,T] gewéhlt werden, wobei T' der Zeitpunkt ist, an dem Ama den Futternapf erreicht.
(Beachtet, dass Tscharley anhélt, wenn sein Kopf den Napf erreicht.)

24m
22m
20m
18m
16m
14m
12m
10m

8m

6m

4m

2m

Omin 2min 4min 6min 8min 10min  12min  14min  16min = 18min  20min = 22min  24min = 26min  28min = 30min
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Lésung MS5:

24m
22m
20m ¢
18m
16m
14m
12m
10m
8m
6m
4m

2m

Omin 2min 4min 6min 8min 10min ~ 12min  14min = 16min = 18min  20min = 22min  24min = 26min  28min = 30min
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Aufgabe MS6:

(a) Wieviele verschiedene vierstellige Zahlen kann man aus den Ziffern 1,2, 3,4 bilden, wenn jede

dieser vier Ziffern genau einmal vorkommen soll?

(b) Was ist die Summe aller dieser Zahlen?
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Lésung MS6:
(a) Man hat
e 4 Moglichkeiten fiir die Position der Ziffer 1,
e danach noch 3 Méglichkeiten fiir die Position der Ziffer 2,
e danach noch 2 Moglichkeiten fiir die Position der Ziffer 3,
e danach noch 1 Méglichkeit fiir die Position der Ziffer 4.
Insgesamt kann man also 4-3-2-1 =24 verschiedene Zahlen wie gefordert bilden.

(b) In den 24 Zahlen aus (a) steht an jeder Stelle (Einerstelle, Zehnerstelle, Hunderterstelle und

Tausenderstelle) jeweils
e G-mal die Ziffer 1,
e 6-mal die Ziffer 2,
e G-mal die Ziffer 3,
e und 6-mal die Ziffer 4.

Die Summe der Ziffern an einer Stelle betréigt also jeweils:
6-1+6-2+6-3+6-4=6-(1+2+3+4)=6-10=60
Insgesamt betrégt die Summe der Zahlen folglich:

60-1 + 60-10 + 60-100 + 60-1000 =60+ 600 + 6000 + 60000 = 66660
— —— —— ——

Einerstelle Zehnerstelle Hunderterstelle Tausenderstelle
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Aufgabe MST:
Die Grafik zeigt:
e einen Kreis mit Mittelpunkt M,

e eine Tangente an den Kreis mit Beriihrpunkt B und einen weiteren Punkt P auf dieser

Tangenten,

e die Gerade durch die Punkte P und M sowie die Schnittpunkte S7,.S; dieser Geraden mit
dem Kreisrand und den Lotfuflpunkt H von B auf diese Gerade,

e die eingezeichneten Winkel «, 51, B2, 83, B4, B5-

Gebt die Mafle der Winkel 81, B2, 83, B4, 85 in Abhéngigkeit von « (mit einem beliebigen Winkel
mit 0 < a < 90°) an.
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Lésung MST:

Wir betrachten zusétzlich die Winkel v1, v2,7v3, 74 wie eingezeichnet.

Es gilt:

e Da eine Tangente immer senkrecht auf dem
Kreisradius steht, gilt: (3 + 84 + 85 = 90°

e Nach der Winkelsumme im Dreieck APHB
ist: a+ﬁ4+ﬁ5:180° :>a+64+65:90°

e Das Gleichsetzen dieser beiden Gleichungen

ergibt: Os+f4+B5=a+B4+05 = PB3=«

e Wegen |W| = |m| (Radius) ist ABM S
gleichschenklig und somit gilt v; = S2. Nach
der Winkelsumme im Dreieck ABMS; ist
daher 2 = 180° — 2 und somit (Nebenwin-
kel) v3 = 180° — y2 = 2/3.

e Nach der Winkelsumme im Dreieck A BM H
folgt: B3 +v3+90°=180° = ~3=90°- (33
——

e Das Gleichsetzen der letzen beiden Gleichun-

gen ergibt: 282 =90°-a = [ =45°-%

o Wegen |W| = |m| (Radius) ist ABM Sy
gleichschenklig und somit gilt v4 = 83 + B4.
Nach der Winkelsumme im Dreieck A BM .Ss
ist daher:

vz +2- (B3 +f4) =180° = fo+ 3+ 4 =90°
——
=202

e Wir setzen nun 83 und B4 in B3 + B4 + B85 = 90° (siehe oben) ein und erhalten:

,85:90°—B3—ﬁ4:90°—a—(45°—%):45°—%

e Schliefflich ergénzen sich (1, 82, 83, B4, B5 zu einem gestreckten Winkel und daher gilt:

51:180°—Bg—53—64—ﬂ5:180°—(45"—%)—a—(45°—%)—(45°—%):45°+%

Ergebnis:
o « o «
B1 =45 tg o Bz=a 52=54=55=45—§

Dr. Dominik Faas Universitdt Koblenz-Landau www.tdm.uni-landau.de
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Aufgabe MSS8:

Gegeben seien zwei parallele Geraden sowie zwei Punkte A und B auf der einen Geraden und 2022

Punkte Py, Ps, ..., Pyyoo auf der anderen Geraden.

Nun werden die beiden Punkte A und B jeweils mit allen Punkten Py, Ps, ..., Pogoo durch Strecken

verbunden.

;P Py L USW ... P2020 P2021 P2022

Wieviele Schnittpunkte entstehen dadurch im Bereich zwischen den beiden parallelen Geraden?
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Losung MSS8:

Die Strecke AP; schneidet keine der Strecken BPi,..., BP5jss im Bereich zwischen den beiden
parallelen Geraden. Also:
‘ 0 Schnittpunkte‘ mit AP,

Die Strecke AP, schneidet die Strecke BPj, aber keine der Strecken BPs,..., BPsys2 im Bereich
zwischen den beiden parallelen Geraden. Also:
‘ 1 Schnittpunkt ‘ mit AP,

Die Strecke AP3 schneidet die Strecken BP; und BP,, aber keine der Strecken BPj,..., BPsgoo
im Bereich zwischen den beiden parallelen Geraden. Also:
‘ 2 Schnittpunkte‘ mit AP;

Usw.

Die Strecke APsg21 schneidet die Strecken BPi,..., BPsysg, aber nicht die Strecken BPsga; und
BP9 im Bereich zwischen den beiden parallelen Geraden. Also:
\ 2020 Schnittpunkte \ mit APs0a;

Die Strecke AP»geo schneidet die Strecken BPi,..., BPsys1, aber nicht die Strecke BPsgr im
Bereich zwischen den beiden parallelen Geraden. Also:
\ 2021 Schnittpunkte \ mit APs020

Allgemeine Formulierung;:

Die Strecke AP, (fiir 1 < k < 2022) schneidet die Strecken BPy,..., BP;_1, aber keine der Strecken
BPy, ..., BPy2 im Bereich zwischen den beiden parallelen Geraden. Also:
k — 1 Schnittpunkte ‘ mit APy (fiir 1 <k <2022)

Insgesamt entstehen also

0+1+2+...+2020+2021

0 + 1 + 2 + ... + 2020 + 2021
+ 2021 + 2020 + 2019 + ... + 1 + 0

(2021 + 2021 + 2021 + ... + 2021 + 2021)

2022-mal

N~ N

= %~2022‘2021
= 1011-2021
= 2043 231

Schnittpunkte im Bereich zwischen den beiden parallelen Geraden.
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